Exercices Corrigés
Applications linéaires

Exercice 1 - On considere 'application linéaire :
f:R* = R? | (21,20, 23,24) > (1 + 29 + 23 + 24, 7y + 279 + 313 + 414)

1) Quelle est la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R?* ?

2) Déterminer le noyau de f. L’application linéaire f est-elle injective ?

3) Quelle est I'image de f ? L’application f est-elle surjective 7

4) Soit y; , yo deux réels, préciser un vecteur u de R* tel que f(u) = (y1,y2)-

Exercice 2 — Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 3 et B = (ey, €2, €3) une base de E.
On considere f 'application linéaire de E vers E telle que :

fler) =er+ex+es, flea) =2e; —ea+2e3, fles) =4er +ex + deg

1) Quelle est la matrice A de f dans la base B ? Si u € E a pour coordonnées (1,2, z3) dans
la base B, quelles sont les coordonnées de f(u) dans la base B ?

2) Calculer f(ey + 2ey).

3) Déterminer le noyau et I'image de f.

4) Ces sous-espaces vectoriels de E sont-ils supplémentaires ?

5) Quelle est la matrice de f? dans la base B ? En déduire f2(e1), f?(es),f*(e3).

Exercice 3 — Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 2 et B = (eq, e5) une base de E. On
considere f I'application linéaire de F vers F de matrice dans la base B :

1 2
v=(12)
1) Préciser f(e1) et f(ez). Soit a un réel, déterminer a l'aide de la matrice M le vecteur
flae; + 17ey).
2) Déterminer le noyau et I'image de f.
3) Soit u = 2e; — ey, v = €7 + e5. Montrer que (u,v) est une base de E. Quelle est la matrice

de f dans cette base 7
4) Montrer que ker f et Imf sont des sous-espaces supplémentaires de F.

Exercice 4 — Posons e; = (1,2) et e; = (1, 3).

1) Montrer que (e, e3) est une base de R2.

Soit f € L(R?) définie par f(e;) = 2ey et f(e2) = €1 + 2ea.

2) Quelle est la matrice B de f dans la base (e, es) ?

3 ) Si u € R? a pour coordonnées (X7, X3) dans la base (e, e3), quelles sont les coordonnées
de f(u) dans la base (e, e3) 7

4) Quelle est la matrice A de f dans la base canonique de R? ?



Exercice 5 — On considére I'application f : R* — R? définie par :
[z, 02, 03, 04) = (21 + To + T3 + 4,221 + Tg — T3 + Ty, 71 — Ty + T3 — Ty)

Soit B = (e1, es, €3, €4) la base canonique de R* et B’ = (1, €2, €3) celle de R3.

1) Quelle est la matrice A de f dans ces bases canoniques 7 Préciser f(ey), f(ea), f(es), f(es).
2) Donner une base échelonnée de Vect(f(e1), f(ea), f(es), f(es)) par rapport a la base B'.

3) En déduire la dimension de l'image de f, la surjectivité de f et la dimension du noyau de f.
4) Déterminer une base du noyau de f.

Exercice 6 - 1) Soit u; = (1,2) et up = (1,3). Exprimer u; et us dans la base canonique
(e1,e3) de R% Montrer que (uy,us) est une base de R?.
-2 1

2) Soit f I'application de matrice dans la base (e1,es) : A = ( 6 3

>. Calculer f(uy) et

f(ug). Puis, la matrice B de f dans la base (uy,us).
3) Qelles sont les matrices de passage de la base (e, e3) a la base (u1,us) et de la base (uy, us)
a la base (eq,e2). Quel est le lien entre A et B 7

Exercice 7 — Soit ¢; = (1,0),e3 = (0,1) les vecteurs de B la base canonique de R?. Posons
up = (1,4) et uy = (1, 3).

1) Montrer que (uq, uz) est une base de R* notée B'.

Soit f : R? — R2, lapplication linéaire de matrice A dans la base canonique de R? :

-7 2
(5)
2) Préciser les vecteurs f(e1) et f(ey). Préciser f2.
3) Préciser f(u1) et f(uz). En déduire la matrice B de f dans la base B'.
4) Préciser les matrices de passage entre les bases B et B’. Quelles sont les coordonnées des
vecteurs e; et e dans la base (uy,u2) 7 Retrouver la matrice de f dans la base B en utilisant
ces matrices de passage.
5) Montrer que les sous-espaces vectoriels Vect(u;) et Vect(uy) sont supplémentaires. Comparer
[ et la symétrie vectorielle s par rapport a Vect(u) paralléllement a Vect(us).
6) Quelle est la matrice de projection vectorielle p sur Vect(u) paralléllement & Vect(uy) dans
la base B’, dans la base B ?

Exercice 8 — Désignons par B = (e, ;) la base canonique de R?. Commencer par préciser
les vecteurs e et es.
1) On considere I'application linéaire f de R? de matrice A dans la base B :

11 —4
A<30 —11>

Préciser les vecteurs f(eq1) ,f(es) ,f(2,5) ,f(1,3).
2) On pose v; = (2,5) et vg = (1,3). Montrer que B’ = (v, v7) est une base de R?. Quelle est
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la matrice B de f dans cette base 7

3) Quelle est la matrice P de passage de la base B a la base B’ 7

4) Ecrire la formule reliant A et B. Calculer P~! et vérifier cette formule.
5) Déterminer que imf et kerf.

Exercice 9 — (extrait du sujet d’examen 2008) On considére les applications linéaires :

f:R*—=R?* : (21,m9,723) — (211 — 23,321 + T3 + 213)
g:R? =R (x1,22) — (21 + 22, —22, 221 — )

1) Déterminer la matrice A de f dans les bases canoniques de R? et R?. Puis, déterminer la
matrice B de ¢g dans les bases canoniques de R? et R3.

2) Calculer les matrices AB, BA, (AB)?.

3) Montrer que AB est une matrice inversible. Préciser (AB)™!.

4) Expliciter 'application (f o g)2.

Exercice 10 - (extrait du sujet d’examen 2008) Notons e; = (1,0) et eo = (0,1) les deux
vecteurs de la base canonique de R?. Posons €; = 3e; — 2es et €3 = —eq + €.

A1) Expliciter €; et e;. Puis montrer que (€1, €) est une base de R2.
A2) Exprimer le vecteur e; (resp. e3), comme combinaison linéaire des vecteurs €y, €.

Soit f: R? — R?, lapplication linéaire définie par f(e;) = €1 et f(ey) = —éo.

A3) Préciser la matrice A de f dans la base (e, €). Calculer A%, Que pouvez vous dire de
fof?

A4) Exprimer le vecteur f(e;) (resp. f(e2)), comme combinaison linéaire des vecteurs de ey, €.
A5) En déduire B la matrice de f dans la base (e, e2). Quelle est la valeur de la matrice B? ?

Soit D, la droite vectorielle de R? engendrée par €; et Dy la droite vectorielle de R? engendrée
par €.

B1) Donner une équation de la droite vectorielle D; (resp. Ds) de R?.

B2) Montrer que D; et Dy sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

B3) Soit p la projection sur D; parallélement & Dy et s la symétrie vectorielle sur D; par-
allélement & D,. Expliciter pour tout (xy,x9) € R? les deux couples de réels p(z1, ) et

s(x1, x2).

C1) Comparer f et s.

Exercice 11 - (extrait du sujet d’examen 2008) On considere le systeme de 4 équations a 4
inconnues :

X1 — T2 + T3 — Ty =
T+ 21‘3 + 14 =
l’1+$2+3$3+3$4 =
T1+ 2x9 + 43+ dry =

(*)

o O O O
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1) Les variables xy, x9, x3, x4 sont ordonnés naturellement. Trianguler ce systeme d’équations
a 'aide de 'algorithme de Gauss. Quelles sont les variables libres de ce systeme ?

Soit F' le sous-espace vectoriel de R* constitué par les solutions du systeme (x).

2) Résoudre le systéme (k) et donner une base de F.

Soit v; = (1,1,1,1),v5 = (—1,0,1,2),v3 = (1,2,3,4),v4 = (—1,1,3,5). On désigne par G le
sous-espace vectoriel < vy, vy, v3,v4 > de R* engendré par vy, vg, vs, V4.

3) A l'aide d’un algorithme du cours, donner une base de G échelonnée par rapport a la base
canonique By de R*.

4) Déterminer alors, en suivant par exemple I’algorithme du cours, un systeme de 2 équations
a 4 inconnues dont G est I’ensemble des solutions.

5) Montrer que (v, v9) est une base de G. Préciser I'expression de vs et vy dans la base (vy, v2)
de G (on pourra utiliser les calculs effectués dans la question 3).

On considére lapplication linéaire f de R* vers R* dont la matrice dans la base By est :
-1 -1

1

2 1
3 3
4 5

— =
N = O

6) Déterminer f(e1), f(ea), f(es), f(es) les images par f des vecteurs ey, eq,e3,e4 de la base
canonique By de R*. En déduire une base de Im f I'image de f.

7) Soit (1,9, x3,74) € R, posons (y1,va,y3,ys) = f(x1, 22, 23, 74). Préciser 'expression de
(yl, Y2, Ys, y4) a l'aide de (1'1, T2, T3, (L’4>.

8) Déterminer une base de ker f le noyau de f.

9) Montrer que 'intersection de ker f et Im f est réduite au vecteur nul. En déduire que ker f
et Im f sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires.

Correction de I’exercice 1
1) Ecrivons les éléments de R* et R? en colonne.

On a:
I I
Ty | 1+ To+ T3+ T4 (1 1 11 Lo
f XT3 - T+ 233‘2 + 333‘3 + 4274 - 1 2 3 4 T3
Ty Ty

Ainsi, la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R* est :
1111
A= ( 123 4 )

2) Le noyau de f est par définition constitué des vecteurs & = (1, z, 3, 74) de R* tels que
f(x1, 22, 23, 24) = 0. Cette équation équivaut a (xq, za, x3,x4) est solution du systeme :

I1+x2—|—1’3—|—x4:0
IL‘1+2{L'2+3I3+4I4:O



Ce systeme a mémes solutions que le systeme triangulé pour l'ordre naturel des variables :

ZL’1—|—172+I3+1’4:0
+$2+2$3+3ZL‘4:0

Les variables libres de ce syteme triangulé sont z3 et 4. On obtient en le résolvant :
ker f = {x3(1,—2,1,0) + 24(2,—3,0,1) tels que z3 , 4 € R}

Nous avons appliquer I'algorithme de résolution. Nous pouvons donc conclure que ker f admet
pour base le couple de vecteurs de R* : (1,—2,1,0),(2,—-3,0,1). L’espace vectoriel ker f est
donc de dimension 2. Le noyau de f n’est par réduit au vecteur nul de R*. Donc f n’est pas
injective.

3) La formule de dimension, nous apprends :
dimR?* = dim Im f + dim ker f

Soit, 4 = dim Im f + 2. Ainsi, ’espace vectoriel Imf est de dimension 2. Comme il s’agit d’un
sous-espace vectoriel de R? qui est aussi de dimension 2, nous avons : Im f = R2.
L’image de f coincide avec R? I'espace but de f. Donc, f est surjective.

4) De la surjectivité de f, il résulte que pour tout (yi,y2) € R?, il existe (21, zo, 73, 74) € R*
tels que f(xy1,z2,x3,24) = (y1,y2). Fixons (y1,y2); les (x1,x2, 23, x4) qui conviennent sont les
solutions du systeme :

ZL’1+I2 +I3 —|—ZL’4 = Y
T + 21’2 + 31‘3 + 4374 = Y2

Ty 4+ x4+ x3 A+ x4 = Y
+ 2o + 223 + 314 = Yo— 1

Les variables libres de ce syteme triangulé sont x3 et x4. Ces solutions décrivent I’ensemble :
S ={(y2 — v1,2y1 — y2,0,0) + x3(1,—2,1,0) + x4(2, —3,0, 1) tels que z3 =4 € R}
Nous obtenons, si nous prenons x3 = x4 = 0, la solution particuliere :
(Y2 — v1, 201 — ¥2,0,0)
Ainsi, nous avons montré que le quadruplet de réels (yo — y1,2y; — 42,0, 0) vérifie :

fy2 —v1,2y1 — 42,0,0) = (y1,¥2)

Correction de ’exercice 2
1) La matrice de f dans la base (eq, e, e3) est une matrice carrée a trois lignes, ses colonnes sont



respectivement les coordonnées de f(ey), f(ez), f(e3) dans la base (eq, ea, e3). Cette matrice est
donc :

1 2 4
A=|[1 -1 1
1 2 4

La matrice A donne les les coordonnées de f(u) dans la base B. Ces coordonnées sont :

U1 1 2 4 T xr, + 2[E2 + 4[E3
v |=11 -1 1 Ty | = T1 — Ty + T3
Y3 1 2 4 T3 T1 + 229 + 4x3

2) En particulier les coordonnées de f(e; + 2eq) sont :

n 1 2 4 1 5
p | =1 -1 1 2 | =1 -1
Ys 1 2 4 0 5

Ainsi, f(e; + 2e3) = ey — es + bes.

3) Considérons un vecteur u € F et notons (x1,xs,z3) ses coordonées dans la base B : u =
x1€1+Tees+xzes. Le vecteur u est dans ker f si et seulement si f(u) = 0. Donc, si et seulement
si les coordonnées de f(u) sont nulles, c’est a dire solutions du systeme linéaire :

Ty + 2%2 + 4.%'3 =0
r1 — X2 + XT3 = 0
T + 2272 + 4233 =0

Ce systeme équivaut a :
Ty + 21‘2 + 4%3 =0
r1T — X9 + x3 = 0

ou encore au systeme triangulé ('ordre des variables est 1’ordre naturel) :

{xl + 2my + 4wy =

0
3232 + 311)3 =0

En résolvant ce systeme, on trouve que ses solutions sont :
S ={x3(—2,-1,1) tels que z3 € R}
S sont les coordonnées des vecteurs de ker f Ainsi :
ker f = {z3(—2e; — ez + €3) tels que z3 € R}
Le noyau de f est donc un espace vectoriel de dimension 1 de base le vecteur non nul :

—261 — €3 + €3



11 résulte de la formule de dimension :
3 =dimF = dim Im f 4+ dim ker f = dim Im f + 1

Ainsi, I'image de f est un espace vectoriel de dimension 2. D’apres le cours, puisque (ej, €2, €3)
engendrent £, Im f est engendré par f(e;), f(es), f(e3). Déterminons une base de Im f eche-
lonnée dans la base (eq, eg, €3).

M(el,eg,eg)(f(el)7 f(62)’ f(e?))) = 1 _21 11 y
1 2 4
1 0 0
M(el,ez,%)(f(el)? f(ez) - 2f(61)7 f(€3) - 4f(€1)) =1 -3 =3 )

1 0 O
1 0 0
Mereses)(f(e1), fea) = 2f(e1), fes) —4f(er) — (f(e2) —2f(er)))=| 1 =3 0
1 0 0

Ainsi, Imf admet le couple de vecteurs (e; + e3 + €3, €2) comme base echelonnée relativement a
la base (eq, eq,€3) de E.

On retrouve de plus que f(—2e; — es + e3) = 0, c’est a dire que —2e; — ey + e3 € ker f.

4) Pour toute application linéaire de source E :
dimFE = dim Im f + dim ker f

Comme l'espace but de f est £ (f est un endomorphisme), Im f est aussi un sous-espace vec-
toriel de E. Pour démontrer que Im f et ker f sont des sous-espaces supplémentaires, il suffit
de montrer que leur intersection est réduite au vecteur nul.

Déterminons un systéme d’équations de Im f relativement a la base (ey, ea, e3). Considérons un
vecteur u de coordonées (x1, T2, x3) dans la base (eq, e, e3). Considérons la matrice :

M(617€2783)(€1 + €2 + €3, €3, U) - 1 1 )

Suivons l'algorithme qui donne un systéme d’équations relativement & la base (eq, es, e3) de Imf
qui est I'espace vectoriel engendré par (e; + es + e3, €3)

1 0 0
Mierenes)(€1+ €2+ e3,e0,u—1(er +ea+eg) = 1 1 x5 -1 ,
10 T3 — X1
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1 0
M(e1,eg,e3)(el +€2 +€3,63,u—l’1(€1 +€2 —|—63) — (.732 —xl)eg) = 1 1 0
1 0 T3 — X1

Ainsi, u € Im f si et seulement si ses coordonnées (1, T2, x3) dans la base (eq, ey, €3) vérifient :
Ty — X3 = 0

Il est facile maintenant de montrer que Im f Nker f = {0}. En effet si u € ker f , il existe un
réel a tel que u = a(—2e; — e3 + e3). Les coordonnées de u dans la base (e, eq,e3) sont donc
(—2a, —a,a). Ce vecteur est dans Imf si et seulement si :

—2a—(—a)=0

Il vient @ = 0, donc w = 0. Ainsi, Im f Nker f = {0} et Im f et ker f sont des sous-espaces
supplémentaires de E.

5) La matrice de f? dans la base B est :

1 2 4 1 2 4 3 12 18
A2=AA=| -1 1 -1 -1 1 -1 |=| -3 =3 —9
1 2 4 1 2 4 3 12 18

On en déduit :
f2(61> = 361 - 362 + 363 s f2<62) = 1261 - 362 + 1263 s f2(63) = 1861 - 962 + 1863

Correction de ’exercice 3

1) La matrice M est la matrice de f dans la base B = (e, e2) (noter que cela sous-entend que
la base de départ est aussi la base d’arrivée). Les coordonnées de f(e;) dans la base B sont
données par la premiere colonne de M, ainsi (1,1) sont donc les coordonnées de f(e;) dans
la base B. De méme, les coordonnées de f(es) dans la base B sont données par la deuxieme
colonne de M et (2,2) sont donc les coordonnées de f(e2) dans la base B. Il en résulte :

fler) =e1+es et f(ea) =2e; + 2

Les coordonnées de ae; + 17es dans la base B sont (a, 17), il en résulte que les coordonnées de
f(aey + 17e9) dans la base B sont :

( 1 ; ) < 1a7 ) _ < Zigi ) d'ott  fae;+17e3) = (a+34)er+(a+34)es = (a+34)(e1+es)

2) Soit u de coordonnées (1, x2) dans la base B. Le vecteur u est dans ker f si et seulement si
f(u) =0, donc si et seulement si les coordonnées de f(u) sont nulles :

(L) ()= (i )=(0)
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Cela équivaut au fait que (x1, x5) soit solution de I’équation linéaire x1 4+ 2x5 = 0. Les solutions
de cette équation sont {x9(—2,1) tels que x5 € R}. Il en résulte :

kerf = {xQ(_Qel + 62) tels que Ty - R} = VQCt(—Qel + 62)

Comme —2e; + e est non nul, la famille réduite a ce vecteur est libre et —2e; + e5 est une base
de ker f.
Le sous-espace vectoriel Imf est engendré par les deux vecteurs f(e;), f(e2). Ainsi :

Imf = Vect(f(eq1), f(e2)) = Vect(er + ez, 2e1 + 2¢e5)
On peut pour avancer utiler trois méthodes. L’algorithme du cours qui dit :

1 2

Mp(e1 + e2,2e1 + 2e9) = M = ( 1 92

) et Imf = Vect(e; + ey, 261 + 2e9)

10

M3<€1 + €9, 261 + 262 — 2(61 + 62)) = ( 10

) et Imf = Vect(e; + e2,0) = Vect(e; + e2)

Comme e; + e est non nul, la famille réduite a ce vecteur est libre et e; + e5 est une base de
Imf.
Deuxiémement, on aurait pu aussi noter que 2e; + 2e; = 2(e; + e). 1l est alors clair que

Vect(ey + eg, 2e1 + 2e9) = Vect(eg + e2)

On termine alors comme au-dessus.
3) Comme E est de dimension 2, pour montrer que (u,v) est une base de E, il suffit de montrer

que la matrice :
My(u, v) = 2 1
B u? V)= _1 1

est inversible. Son déterminant est non nul, car égal a 3, d’ou le résultat. Pour déterminer la
matrice de f dans la base B’ = (u,v), donnons deux méthodes :

a) Les coordonnées de u dans la base B sont (2, —1), il en résulte que les coordonnées de f(u)
dans cette méme base sont :

1 2 2 0 /s
(1 2)(_1>:<0> dou  f(u) =0=0u+ Ov

De méme les coordonnées de v dans la base B sont (1,1), il en résulte que les coordonnées de
f(v) dans cette méme base sont :

(1 §><1>:<§> dott f(v) = 3e1 +3e2 = 3(e1 + €2) = 3v = Ou + 3v

Par définition de la matrice de f dans la base (u,v), on obtient :

M=o § )

Ne}



b) La matrice de passage de la base B a la base B’ est la matrice :

(21

Son inverse se déxtermine par le calcul du déterminant et de la comatrice. On obtient :

11 -1
-1 _ =
ey

On sait alors que la matrice B de f dans la base B’ est donnée par la formule :

s-roe=s (1) (D) (A1) 5002 ) (0 8)-5(00)-(0 %)

4) On a toujours : dimF = dimker f + dim Imf. Pour montrer que ker f et Imf sont des
sous-espaces supplémentaires, il suffit alors de montrer ker f N Imf = {0}. Soit u € Imf, il
existe alors A € R tel que u = A(e; + e3). Si w appartient de plus a ker f ses coordonnées (A, \)
dans la base B vérifient alors I’équation de ker f. On en déduit : A +2X\ = 0. D’ou A = 0 et
u=0. Ainsi, ker f NImf = {0}.

Correction de ’exercice 4
1) R? est de dimension 2. (e, e) est une base de R? si et seulement si la matrice

(2 3)

est inversible. C’est le cas puisque son déxterminant est non nul, car gal a 1.
2) La matrice de f dans la base (e, e5) est par définition

o-(53)
3) Soit (Y1,Y3) les coordonnées de f(u) dans la base (eq,e2), on a :
()= (52 (3) = (anan)
Y5 2 2 X 2X1 +2X,
4) La matrice de passage de la base canonique de R? & la base (ey, es) est :
r=(23)

Son inverse est :

Si A est la matrice de f dans la base canonique de R? :
B=P'AP ; A=PBP!
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On obtient :

=) ()05 3)=0s) ()

On trouve A = B, pur hasard !

(22)

Correction de I’exercice 5
1) On observe que :

il T1+ To+ T3+ 24 1 1 1 1 il

f 1'2 = 2.1'1 + Ty — T3+ X4 = 2 1 -1 1 33'2
3 T — Ty + Ty — T4 1 -1 1 -1 3

L4 L4

1
A=12 1 -1 1
1 -1 1 -1

Les vecteurs cherchés ont pour coordonnées dans la base canonique de R? les colonnes de la
matrice A. Ceux sont donc les colonnes de A.

fler) = f(1,0,0,0) = (1,2,1), f(e2) = f(0,1,0,0) = (1,1,—1)

f(e?)) = f(ovoa 170) = (17 _17 1) ) f(64) = f(oa 0707 1) = (17 L _1)
2) Appliquons 'algorithme du cours, le point de départ est :

1 1 1 1
Mp(f(er), flea), fles), flea)) =A=| 2 1 -1 1
1 -1 1 -1
Posons u| = f(e1),ul = f(ex) — f(er),uy = f(es) — f(er),u), = f(es) — f(e1), on a:
10 0 0
Vect (f(e1), f(e2), f(e3), fes)) = Vect (uf, uy, uy, uy) et A(uy, up,ug,uy) =1 2 —1 =3 —1
1 -2 0 =2

n __ !/ n __ !/ n __ / / " __ / !/ .

1 0 00
Vect (f(el), f(€2), f(e?,), f(64)) = Vect (u/h u/27 Uio,, uﬁl) et A(u/1/7 u/2/7 U’ga UZ) - 2 =100
1 =2 6 0

Comme uf = 0, on a Vect (f(ey1), f(e2), f(e3), f(es)) = Vect (uff, ufy,uy). Comme les vecteurs
uff, uly, uj sont échelonnés par rapport a la base canonique de R?, (uf, u}, u4) est donc une base
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de l'espace vectoriel Vect (f(e1), f(ez2), f(es), f(es)).

3) L’'image de f n’est autre que Vect (f(ey), f(e2), f(es), f(es)). Il en résulte que I'image de f
est un sous-espace vectoriel de R?® de dimension 3. Or, R? lui méme est de dimension 3, donc
I'image de f est égal & R? et f est surjective. Comme f est une application linéaire de source
un espace vectoriel de dimension 4, on a :

4 = dim (ker f) 4+ dim (im f)

Il en résulte que le noyau de f est de dimension 1. Le noyau de f est donc une droite vectorielle
de R
4) L’algorithme donne u} = 0, c’est a dire : u}, — u}, = 0, soit :

flea) — fler) — (f(es) — f(e1)) =0

Il vient f(ea) — f(eq) = 0, c’est a dire f(ex —eq) = 0. Ainsi, e; — eq4 = (0,1,0,—1) est un
vecteur du noyau de f. Ce vecteur est non nul, c’est donc une famille libre a un élément de
ker f. Comme ker f est de dimension 1, eo —e4 = (0,1,0,—1) est une base de ker f. On peut
vérifier ce résultat en résolvant le systeme :

T +x9+x3+14 = 0
2[E1+1’2—$3+ZL‘4 =0
Ty — Tog+ T3 — T4 =0

f

dont les solutions sont justement les éléments du noyau de

Correction de ’exercice 6 1) On a u; = €1 + 2es et uy = €1 + 3e,. La matrice

11
M(81,62)(u17u2> - ( 2 3 )

qui est inversible, car de déterminant non nul. Il en résulte que (uy,uy) est une base de R2.
2) Les coordonnées de f(uy) et f(ug) dans la base (eq, es) sont respectivement :

(8)=(23)06) = ()=(23)0)

Ainsi, f(u1) =0 et f(ug) = €1 + 3eg = up. La matrice e B de f dans la base (u1, uz) est donc :

- (32)

3) Soit P la matrice de passage de la base (eq,e2) & la base (uy, us) :

pe ()

La matrice de passage de la base (uy,us) a la base (e, es) est la matroce :



Le lien entre A, B et P est :
B=P'AP

Cette identité peut donner une deuxieme maniere de calculer B.

Correction de I’exercice 7 1) La dimension de R? comme R-espace vectoriel est 2. Pour
montrer que (up, uz) est une base de R?, il suffit donc de montrer que la matrice :

11
MB(ul,UQ) - ( 4 3 )

est inversible. C’est le cas, puisqu’elle est de déterminant —1.
Autre méthode : vu la dimension de R?, il suffit de montrer que la famille (u;,us) est libre.
soit a,b € R tels que au; + bus = 0. On obtient :

auy + bus = a(1,4) + b(1,3) = (a + b,4a + 3b) = (0,0)
Ainsi, (a,b) est solution du systeme :

a + b =0
4a + 3b = 0

On en déduit a = b = 0. Cela prouve que (u1, us) est une famille libre, donc une base de R?.
2) Puisque A est la matrice f dans la base canonique de R?: f(e;) = (=7, —24) et f(es) = (2,7).
La matrice de f? dans la base B est :

42— -7 2 -7 2\ _(10
—24 7 —24 7 0 1
Ainsi, f? et Idg2 ont la méme matrice dans la base B. Ces applications linéaires sont donc

égales : f% = Idge.
3) Les coordonnées de f(uy) et f(usz) dans la base B sont respectivement:

(1)-(5 0-() < ()- (D))

Ainsi, f(u1) = e; + 4es = uy et f(ug) = —e; — 3ea = —uy. La matrice B de f dans la base B’

est :
1 0
5=y )

4) La matrice de passage de la base B a la base B’ est :

11
P = MB(u1,u2) = ( 4 3 )

La matrice de passage de la base B’ a la base B est :

(1) =5 () (0 )
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Ainsi, e; = 3u; + 4us et e = u; — us. On peut retrouver ce résultat en résolvant le systeme
linéaire vectoriel :
er + 462 = U

{ e + 362 = U2
On obtient en le résolvant comme un systeme linéaire a coefficients réels : ey = u; — uy et
e1 = 4us — 3uy. Les coordonnées des vecteurs e; et e; dans la base (ug, uy) sont respectiveement
(—3,4) et (1,-1).
On a:

porar=( 0 (00)-(F ) 3)-000)

5) Comme dim R? = 2 = dim Vect(u) + dim Vect(uy), pour montrer que Vect(u;) et Vect(us)
sont supplémentaires, il suffit de voir que R?* = Vect(u;) + Vect(uz). Cela résulte du fait que
(u1,us) est une base de R?. Par définition de la symétrie s : s(uy) = u; et s(uy) = —uy. Ainsi,
f et s sont deux applications linéaires qui prennent les mémes valeurs sur les vecteurs wuy, us
d’une base de R2. Elles sont donc égales : f = s et f est la symétrie vectorielle par rapport &
Vect(uy) paralléllement a Vect(usg).

6) Par définition de la projection p : p(u1) = uy et p(uz) = 0. Ainsi, la matrice de p dans la

base B’ est :
~ (10

D’autre part :
pler) = p(4us — 3ur) = 4p(uz) — 3p(w1) = =3p(w1) = (=3, -12) ,

pleg) = plur — ug) = p(ua) = (1,4)

-3 -1
M(paB) - ( _12 _4 )
On pourrait aussi utiliser les matrices de passage pour déduire cette matrice de la matrice de
p dans la base B'.

Il en résulte :

Correction de I’exercice 8

0) e; = (1,0) et eo = (0, 1).

1) Les coordonnées de f(e;) dans la base canonique sont données par la premiere colonne de
A. Ainsi, f(e;) = 11le; 4+ 30es = (11,30). De méme, on obtient, f(es) = (—4, —11). Le vecteur
(2,5) de R? a pour coordonées (2,5) dans la base canonique. Dans cette base, les coordonnées

de f(2,5) sont donc :
2 11 -4 2 2
(3)=( ) (3)=5)

Ainsi, f(2,5) = (2,5). De méme, Is coordonnées de f(1,3) dans la base BB sont :

()= (a0 G)-(5)
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Ainsi, f(1,3) = —(1,3).
2) Comme R? esr un R-espace vectoriel de dimension 2, pour montrer que (v1, v2) est une base
de R?, il suffit de montrer qu’il s’agit d’une famille libre. Soit a,b deux réels, supposons :

avy +bvy =0
On obtient :

2 + b =0

5a + 3b = 0

On en déduit : a = b= 0. Ainsi, la famille (v, v5) est bien libre. Comme f(v;) = v; = 1lv;+0vy
et f(vy) = —vy = Ovy + (—1)vy, la matrice B est :

2= (s )

3) Par définition, cette matrice de passage est :
2 1
P=(33)

{261 + 562 = 1

Des équations entre vecteurs :

€1 + 362 = V2

On déduit : e; = 3v; — by et e = —wv1 + 205. 1l en résulte :

(3 -1
F _<—5 2

On pourrait calculer P! en calculant le déterminant et la comatrice de P.
4) La formule est B = P~YAP. Le lecteur vérifiera (vraiment) que :

%)= ) (0w 234

5) Le vecteur u de coordonnées (x1,x2) dans la base B appartient a kerf si et seulement si les
coordonnées de f(u) dasn cette base sont nulles, donc si et seulement si :

11 —4 T . 11131 — 4$2 o 0
30 —11 T2 o 301’1 — 1]..%'2 N 0 '

{11:51 — dzy = 0

Le systeme :

301'1 — 111'2 =0

équivaut a :
11331 — 4332 = 0
— X2 = O
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Le couple (0,0) est la seule solution de ce systéme. Ainsi, kerf = {0} et f est injective.
L’application linéaire f est un endomorphisme (linéaire avec méme source et méme but).

Comme elle est injective, le cours nous apprends qu’elle est bijective, donc surjective. Ainsi,
imf = R2.

Correction de ’exercice 9
1) On trouve :

11
A:(i?_;) et B=|0 -1
5 1

2) On trouve :

1 1
2 0 —1 0 3
AB:( ) 0 1 :< )
31 2 5 1 70
1 1 5 1 1
BA=1]0 -1 (gg_;): -3 -1 =2
2 —1 1 -1 —4

(AB)? = (AB)(AB) = ( i ) ( 2 ) - ( Py ) — 211d,

3) On déduit de la derniere égalité :

1

(AB)(211AB) - (211AB)AB =

(AB)* = 211(211012) = Id,

Donc, la matrice AB est inversible et :

(AB)™ = 211(AB) = ( 7/021 3/021 )

4) (f o g)? a pour matrice (AB)? dans la base canonique de R?. Ainsi, (f o g)? et 21 Idg2 ont
méme matrice dans la base canonique de R?. On en déduit (f o g)? = 21 Idgs.

Correction de I’exercice 10
Al)On a :
€1 = 361 — 262 = 3(1, 0) — 2(0, 1) = (3, —2)

De méme :
€)= —€1 + €y = —(1,0) + (0, 1) = (—1, 1)

Nous savons qu’une famille libre a deux éléments d’un espace vectoriel de dimension 2 est une
base. Ainsi, pour montrer que (€1, €) est une base de R?, il suffit de montrer que c’est une
famille libre. Pour ce faire, soit a, b deux réels tels que ae; + bes = 0; il vient

a(3,—2) + b(—1,1) = (0,0)
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3a—b = 0
—2a+b = 0
Ajoutons les deux équations, on obtient : a = 0. D’ou, b = 0. Cela montre que la famille
(€1,€2) est une famille libre de R?.

A2) On a:

€1 = 361 — 262
€2 = —e1te
D’ou :
€1 = 361 — 282
262 = —261 -+ 262
Soit en ajoutant : e; = €1 + 2¢5 .
On a également :
€1 = 361 - 262
362 = —361 + 362

Soit en ajoutant : es = € + 3€q.

A3) Puisque f(e1) = €1 et f(e2) = —e€y, par définition de la matrice d’'un endomorphisme dans
une base, on obtient :

A=M(f (e1,e2)) = ( o -1 )

()01

Il en résulte que f? et Idg: ont la méme matrice dans la base (€1, €3). Ces applications linéaires
sont donc égales : f? = Idgz.

On en déduit :

A4) On a :
fler) = fler +26) = fler) +2f(€2) = €2 — 26 = Ber — 2e — 2(—e1 + €2) = Bex — e
De meéme :
flea) = fler+3e2) = f(e1) +3f(e2) = 1 — Bex = Bey — 2e5 — 3(—e1 + €2) = bey — bey
A5) Tl en résulte :
B = M(f,(e1,e2)) = ( —54 —65 )

On vérifie que B? = Id,.
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3
B1) L’algorithme du cours montre que y + 5% = 0 est une équation de D;. De méme, y+2x =0

est une équation de Ds.

B2) Comme la dimension de R? est la somme des dimensions de D; et Dy, pour démontrer
que D; et Dy sont en somme directe, il suffit de montrer que D; N Dy = {0}. Pour ce faire,
soit u = (z,y) € Dy N Dy. Comme u € Dy, il existe a € R tel que u = a(3, —2) = (3a, —2a).
Comme © € Dy : 3a—2a=0. Soit a=0et u=0. Ainsi :

R2:D1@D2

B3) Ainsi, tout v = (z,y) € R? s’écrit de fagon unique : u = wu; + uy avec u; € Dj et
ug € Dy. Traduisons que u; € Dy : il existe a € R tel que u; = a(3, —2) = (3a, —2a). Il vient
us = (z — 3a,y + 2a). Traduisons que uy € Dy : il vient z — 3a + y + 2a = 0. Soit, a = x + y.
Alinsi :
u = (r+9)(3,-2) = Bz +3y,—2x —2y) ; uy=(—2x—3y,2x+ 3y)
Par définition de p et s :
p(z,y) =w = 3z + 3y, =2z — 2y) et 5(z,y) = uy — up = (52 + 6y, —4z — 5y) .

C1) La matrice de s dans la base canonique de R? est donc :

(2 5)

Ainsi f et s ont méme matrice dans la base canonique de R%. On a donc f = s. On aurait
pu remarquer aussi que la matrice de s dans la base (€1, €5) est la matrice A. On conclurait de
méme que f = s.

Correction de ’exercice 11
1) Les différentes étapes de I'algorithme de Gauss sont :

Etape 1 :
T1 —To+T3— Ty = 0
(*) To + T3+ 21‘4 = 0
2% + 223 + 4xa =0
3332 + 31133 + 6564 =0

Etape 2 :
<*) {%1—%24‘333—1'4 =0
To + T3 + 2.7}4 =0

Ce systeme est triangulé. Les variables libres sont x3 et x4.
2) Le systeme (%) a mémes solutions que le systeme triangulé précédent. Suivons la méthode
du cours, les solutions s’expriment a 1’aide des variables libres. La dernere équation donne :

T9 = —T3 — 21’4
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En remplacant dans la premiere équation, on obtient :
T1 =2Tog — T3+ Ty = (—ZL’3—2Z‘4)—ZL’3+JI4: —2$3—ZL’4
Ainsi, ’ensemble F' des solutions de (x) est :

F = {(_2273 — Ty, —X3 — 23747 I3)x4) ; T3,T4 € R}
= {l‘3(_2, —1, 170) + 1'4(_1, —2,0, 1) ; T3, T4 € R}

La famille B = ((—2,—1,1,0),(—1,—2,0,1)) est une base de F.
3) Partons de la matrice M (v, vq, v3,v4) dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs v;
dans la base canonique de R* :

1 -1 1 -1
1 0 2 1
M(U17U27U37U4) - 1 1 3 3
1 2 4 5
Posons vy = vy 4+ vy, v = v3 — vy et V) = vy +v4 :
1 000
1 1 1 2
M(Ul,U;,Ué,Uﬁl) = 1 2 2 4
1 3 3 6

On remarque que v§ = v — vy = 0 et v = v} — 2vy, = 0. L’algorithme se termine :

10
11
M(Ul’ Ué) = 1 2
13
Il en résulte que la famille (vq,v5) est une base de G. Notons que v; = (1,1,1,1) et v§ =

(0,1,2,3). On observe que v§ = vj = 0 se traduit par :

U3—2U1—U2:0 et 1)4—1)1+2U2:O

4) La famille (v, vh)étant échelonnnée, pour obtenir un systeme d’équations de G, on considere
x = (x1, %2, x3,4) et la matrice :

1 0 T

1 1 =«

/ o 2

M (v, vy, x) = 12

1 3 Ty

Posons ' = ¢ — xjv; :

10 0
1 1 x9—2x
/ AN 2 1
M(Ul,U2,$> - 1 2 T3 — I
1 3 24—1



Posons " = 2’ — (x9 — x1)vh = & — 2101 — (29 — 1)) :
10 0

11 0

1 2 T3 — X1 —2(332 —1'1)
1 3 Ty — X1 — 3(.%‘2 - Il)

M (vy,vh,2") =

Un systeme d’équations de GG est alors :

x3—2x2+:€1—x4 =0
(**) {.T4—|—2I1—3ZL’2 = 0

4) L’espace vectoriel G est de dimension 2, les vecteuts v; et vg sont dans G pour démontrer que
(v1,v2) est une base de G, il suffit donc de montrer que (vy,v2) est une famile libre. Montrons
cela. Soit a, b deux réels tels que avy + bvg = 0. Comme av; + bvy = (a — b,a,a + b, a + 2b), il
vient a = 0, puis b = 0.

5) On pourra noter que d’apres la question précédente :

v3 =2v1 + vy et vy = v — 20

6) Les vecteurs f(ey1), f(e2), f(es), f(es) sont les colonnes de la matrice A. On constate ainsi
que :

fler) =v1, flea) =va, fles) =v3, flea) = va

Comme Im f est I'espace vectoriel engendré par f(eq), f(ez), f(es), f(es), on obtient Im f = G.
Il résulte alors de la question 4 que (v1,vs) est une base de Im f.
7) Par définition de A, si (y1, 2, y3,%4) = f(x1, T2, T3, 24), 00 2 :

U1 1 -1 1 -1 T
Y2 . 1 0 2 1 )
Ya 1 2 4 5 Ty
Il en résulte :
Y1 = T1— T2+ Ty — Ty
Y2 = 1+ 213+ 14
Ys = T1+ X9 +3333 —|—3$4

Ys = T1+ 229+ 4xs+ dry

8 ) On constate que le noyau de f est constitué des solutions du systeme (x). D’apres la question
2, la famille B = ((—2,—1,1,0),(—1,—2,0,1)) est une base de ker f.
9 ) L’application f étant linéaire de source R?, nous savons :

dim R* = dim ker f + dimIm f

Pour démontrer que ker f et Im f sont supplémentaires, il suffit de montrer que ker fNIm f =
{0}. Soit u € ker f, il existe alors deux réels a et b tels que :

uw=a(-2,—1,1,0) + b(—-1,-2,0,1) = (—2a — b, —a — 2b, a, )
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Siu € Im f, il vérifie les équations de Im f et on a :

a—2(—a—2b)+(—2a—0b) =
() { b+2(—2a—b) —3(—a—2b) =

a+3b = 0
—a+5b = 0

On en déduit a = b= 0. Ainsi, ker f NIm f = {0} et finalement :

R'=ker f®Imf
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